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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA

Etapa locala — Constanta, 7.02.2026

Clasa a IX-a
BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

SUBIECTUL 1 (30 puncte)

Pentru fiecare n e N*, notam /, = [H—H 13n 2} :

n o on+l
a) Determinati m € N” astfel incat multimea 7, N7 sa aiba 10 elemente.
b) Arataticad I, [,

n+l?

pentru orice ne N,
Supliment Gazeta Matematica nr. 9/2025

Solutie
a) Pentrun € N*, 1 < nTH < 2. Rezulta ca primul intreg din [;, este 2..........cceevuvennnn. 5p
Pentru a avea 10 intregi in interval este necesar ca 11 < 12:2 <12 5p
Rezulta m € {7,8,9,10, 11,12,13} ..ooeoeiiieieeeeeeeeeeeet ettt 5p
b)

n+1 13n-2 n+2 13n+11
Inz— [Tl, e ], In+1 = 1’ ez ] ............................................................................ 2p
Z—il < % & n? +2n < n?+ 2n+ 1 adevirat pentru oricen € N* .............oooiennn.n. 5p
122:2 13::211 & 13n? + 24n — 4 < 13n? + 24n + 11 adevirat pentru orice n € N* ... 5p
Din cele doua inegalitati rezultd ca I,, C I, 4, pentrun € N* ..., 3p

SUBIECTUL 2 (20 puncte)

Determinati valorile lui n € N pentru care numiarul 2*"*' — (n + 1)2 este o putere a lui 2.

skosk
Solutie
n=0=>2""—(n+1)"=1=2" deci n=0 este SOIULIE ..........rrrrrrrreeee 3p
n=1=2""~(n +1)2 =4=2" deci n=1 este solutie .............c..co....... 3p
22 (A1) <22 e 3p

22— (n + 1)2 >0 &2 > (n + 1)2 , Vn>2 (se arata prin inductie sau cu inegalitatea Bernoulli)



SUBIECTUL 3 (20 puncte)
Fie ABCD un patrulater convex. Notdm cu O intersectia diagonalelor, cu M mijlocul lui (4B) si N
mijlocul lui (BC). Dreapta OM intersecteazd dreapta CD in P si dreapta ON intersecteaza dreapta
AD in Q. Fie a:% si sz—D.
0A OB
a) Exprimati vectorii opP sl O—Q in functie de numerele a, b si vectorii 04 sl OB.
b) Stiind ca centrul de greutate al triunghiului ANP coincide cu centrul de greutate al
triunghiului CMQ, demonstrati ca patrulaterul ABCD este paralelogram.

Nelu Chichirim
Solutie

Alegem ca reper vectorii necoliniari {@, @}

a)Oe(AC):R‘:—a@, a:% A Q

04 D
O€(BD)= OD =-bOB =92 y, D
- © OB ’ 4

N, _. B
Pe(CD)=3x€(0,1) astfel incat OP = xOC +(1-x)OD ‘
O—P:—axO—A—b(l—x)O—B

N
.. — 1= 1=
M mijloc AB= OM =—-0A+—-0B C
2 2
Cum vectorii OM si OP sunt coliniari = —2ax = -2b(1-x) = x = bb
a+

S OP == 0A=L OB oo 5p

a+b a+b
Qe (4D)= 3y e(0,1) astfel incit OQ = yO4+(1—-y)OD = OQ = yOA—b(1—-y)OB
N mijloc BC=> ON =+ 0C ++ OB =~ £ 0+ OB

2 2 2 2
S b(1- S . _—
0Qsi ON suntcoliniari:Z:M:y:a—b:>0Q: ab OA—- b OB ... 5p
2 1+ab 1+ab 1+ab
b) Fie G, si G, centrele de greutate ale triunghiurilor ANP, respectiv CMQ.
3@=@+@+@=(1_2_ ab ja{l_ ab j@ ...................................................... 2
2 a+b 2 a+b
307;2=R~+W+7Q=(1_a+ ab j@{l_ b jas’ ................................................. 2
2 1+ab 2 l+ab

=l 1 1 1

G =G, =30G =306, —»1-4- @ _1_,, @ G1__a b 3p

= —— 1 —— - — —
2 a+b 2 Il+ab ~ 2 a+b 2 1+ab
=>a=b=1= OC=-04 si OD =-0B =0 este mijlocul lui AC si BD = ABCD paralelogram.



SUBIECTUL 4 (20 puncte)
In triunghiul ABC, fie I centrul cercului inscris care este tangent la laturi in punctele

De(AB), E€(BC), F e(CA).Notam cu D', E', F" punctele diametral opuse lui D, E,
respectiv F' pe cercul inscris. Fie H,, H,, H, ortocentrele triunghiurilor D'EF, E'DF , respectiv
F'DE .

a) Aratati ca triunghiurile DEF si H H,H, au acelasi centru de greutate.

b) Demonstrati ca daca triunghiurile H,H,H, si ABC au acelasi centru de greutate, atunci

triunghiul ABC este echilateral.
Catalin Zirna

Solutie

a) [ este centrul cercului circumscris triunghiurilor D'EF, E'DF si F'DE ............. 2p
Folosind relatia Sylvester:
I—D+E+ﬁ:1—]ﬂ,ﬁ)+ﬁ+ﬁ:ﬁz,ﬁ)+ﬁ?+ﬁ:ﬁ ................................. 3p
D', E', F' punctele diametral opuse lui D, E , respectiv F, deci:

IDHID =IE+1E = IF +IF =0 oo eeeeeeeeees e 2p
Rezulta I—Hl+ﬁ2+ﬁ3zf)+ﬁ+ﬁ ................................................................... 2p
Deci triunghiurile DEF si H H,H, au acelasi centru de greutate ..............ccc.c....... Ip

b) Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC. Cum triunghiurile H H,H, si ABC au acelasi
centru de greutate, folosind punctul a) avem ca triunghiurile ABC si DEF au acelasi centru de

EICULALE. 1.uvveeeiiieeiieeetieeeeitee et eeetteeetteesasteesaseeesnseeeasseeasseeessaeansseeansseesnnseesnseeennseeenns 2p
5 a+b+c . : . D . <
Notam p = ,unde a, b, ¢ sunt lungimile laturilor triunghiului ABC si deducem ca
AD=AF =p—a, BD=BE=p—b, CE=CF =P —=Cueeevveeetetreeeeeeeeeen, 2p
GD - (p—a)GB+(p-b)GA GE = (p—c)GB+(p-b)GC . GD = (p—a)GC;—(p—c)GA 3p
c a

Din GA+GB+GC =0 si GD+ GE +GF =0 deducem

(p—a+p—c_p—b_p—ch—l;+(p—b+p—a_p—b_p—c)G—C:6 deci coeficientii sunt
c a c b a b c b

nuli, adica (b—a)(ler_cj:O, (c—a)(é+p_bj=0, AdiCE A=D=C eeeeeeeeeeeeeeern, 3p

¢ ab ac
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Clasa a X-a
BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

SUBIECTUL 1 (30 puncte)

1 1 1 1
Fie §'= + + +eet .
3,12 3’22 3'32 3’10002

a) Demonstrati inegalitatta ——— </k+1 Yk <—— , pentru orice k£ >0.
3. ,3/(k+1) \/k_

b) Determinati partea intreaga a numarului S.

*kk
Solutie
WVk+1- Ve = W(k+1)2(k3\+/zz)c+§)k+3\/_ 3;/(;r<+1)2+3;/zrc+1) K+ VK2
Folosim 3Vk? < {/(k + D2 + Y/ (k + 1) -k + Vk? < 3}/(k + D)2, pentru orice k > 0, rezulta - 3\/(k1+—1)2 <

1 1
S PP PP PR UPRRTUPPRTRt

3\/(IE+1)2+§/(k+1)-k+3\/ﬁ 332

b) Insumand inegalitatea din partea stinga de la punctul a), multiplicata cu 3, pentru 1 < k < 999, se

obtine: ¥3% %;_1)2 <3925 (Vk+1-3¥k) =3(¥1000 — ¥1) =27. Rezulti S —1 <27 = § < 28....... 7p

Insumand inegalitatea din partea dreapti de la punctul a), multiplicati cu 3, pentru 1 < k < 1000, se

obtine: y1%9° 3j_ > 3Y00°(Vk + 1 - Vk) = 3(¥1001 — Y1) > 3(¥1000 — Y1) =27 .evviinneeeannnn. Tp
Rezultd cd 27 < § < 28. Deci partea intreagad a lui S €ste 27 ..c..vvveivveeiiiieiieeeieeeee e Ip

SUBIECTUL 2 (20 puncte)
Fie f:R—R.Pentru X <R, notim cu /(X )={f(x)|xe X}. Daca 4={xeR|f(f(x))=x},
ardtati cd f(A)=4.
Supliment Gazeta Matematica nr. 9/2025

Solutie

1. Vom arata Ca f(A) C Aueeeeeeeeeeeeeeeeeeeeete ettt 10p
Fie y € f(A). Atunci existi x € Acuy = f(x). Rezulta f ( f (x)) = x. De unde obtinem
f (f(f(x))) =f(x)= f(f(y)) =y, adicay € A. Rezultaca f(A) c A.

2. Vomarata Ca A C f(A) oot 10p
Fie x € A. Atunci f(f(x)) = x. De unde, f (f(f(x))) = f(x) deciy = f(x) € A. Rezulta

f) =f(f(x)) = x . Asadar x = f(y), ceea ce aratd cd A C f(A).
Din cele doua incluziuni rezultad f(A) = A



SUBIECTUL 3 (20 puncte)
Fie a,b,c € (1, + oo) astfel incat abc =2 . Sa se arate ca

! + ! + ! Sg.
l+log,b-log,c 1+log,c-log,a 1+log a-log,b 4
Catalin Zirna
Solutie
Notdm log,a=x,log,b=y,l0g,c=z=>x+y+z=1 i 3p
Inegalitatea < I A £2<:> ........................................................ 2p
x+yz y+zx z+xy 4
DN A S 22 ................................................................................ S5p
xX+yz y+zx z+xy 4
2 2 2 2
+zx +
2o (»2) , (zx) . (xy) > (yvz 2zx xyz) 5
xX+yz y+zx zZ+Xxy xyz+(yz) xyz+(zx) xyz+(xy) 3xyz+(yz) +(zx) +(xy)
Suficient sa aratam
2
+zx +
(yz 2zx xyz) > ZEQ(yZ)Z+(Zx)2+(xy)2+8xyz(x+y+z)29xyz<:>
3xyz+(yz) +(zx) +(xy) 4
<:>(yz)2 +(ZX)2 +(xy)2 > xyz(x+ y+z) adevaratd din u” +v: + W UV + VW Wl oo S5p

SUBIECTUL 4 (20 puncte)
z, -|Zz|+22 '|Zl| =1
Rezolvati in C* xC" sistemul 1 1 |
— t—=
Z 4
Nelu Chichirim
Solutie

2 2

, _— - = AREANARE

Din zl-|zz|+zz-|zl|:1:>zl~|22|+22~|zl|=l:>zl-|22|+zz-|zl|:1:> . + . =1
1 2

A
1 2
:>|Zl|.|zz'|.(z + :1:|Zl|-|zz|-(zz-|zl|+zl-|Zz|)zzl-zz:>|Zl-22|zzl-222>21-22:ae(O,oo)

1 2

2, +z, =2z, -z, =a €(0,00)= z,,z, sunt ridacinile ecuatiei cu coeficienti reali: z* —a-z+a =0,

Dacd A>0=z, R, cum zl+z2=zl-zz=a>0:>zl,zze(O,oo):>|zl|—zl,zz|—22:>
2z,-z, =1 1 1 5

= =z +z,=z,z,=—=>a=—=>A=a"—-4a<0 fals...c.ccccocenvnnnneni.. S5p

zZ,+z,=2 2, 2 2

. — 2 2m)t 5
Daca A<O:zl’2eC\]R,zz:zl:zl-zz:|ZI| :|zz| =r,r>0.

7”'(21+Zz)=1 2 3
zr+z,r=1= ,=>rr=l=r=1=r=1
Z,+z,=2 2, =F
s o 103

=z, +z, =z -z, =1= z, sunt rddacinile ecuatiei z" —z+1=0= z, :T:a),w.

Deci, solutia sistemului este S = {(@,@ ), (@, @)} +--.evvvrerreeeriieeieieee e 8p
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Clasa a XI-a
BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

SUBIECTUL 1 (30 puncte)
a b ) .
JEMZ(]R) sineN".

Fie matricea A4 :[
-b a

. an bn . .
a) Aritati cd A" este de forma A" =( . J,unde (a,) - (b,) ., suntsiruri de numere
b g > >

n n

reale.
b) Aritatica a, +b. = (az +b? )n , VneN".

¢) Daci a’+b’ <1 aritati cd lima, =limb, =0.

n—>0 n—x0
d) Daci a’+b° =1, iar sirurile a, si b, sunt convergente, atunci A=1,.
Supliment Gazeta Matematica nr. 10/2025
Solutie
a) Prin inductie matematica obtinem a,,1 =a-a, —b-b,sib,,y =b-a,+a-b,, n>1

b) det(4) = a? + b?,
aZ + b2 = det(A™) = det(A)™ = (A% 4+ D2) oot 5p
¢) lim (a2 + b2) = lim ((a? + b®>)*) =0
n—oo n—oo
a? < a? + b2 sib2 < a?+ b2, deci lim a% = lim b2 =0,

n—oo n—oo

de unde rezultd lim @, = 1M Dy, = 0 eoeiiiieeeeeeeee e S5p
n—oo

n—oo
d) Notam nlgrclx) a, =l si nlgnoo b, =1,
ai+b2=1=>01+13=1
Trec limita in relatiile de recurentd si obtinem
(1-a)l; =-bl,si (1 —a)l, =bl,.
Ridicand la pétrat, adunand cele doui relatii si folosind 1? + 12 = 1, obtinem:
1-1)*= l%
Din fiecare dintre relatiile 1 — [, = +1,,daca b # 0,se obtine [; =1, =0
In concluzie b = 0,a = 1, de unde obtinem A = L.....ccceeiiiiiiieiiiiiieieeeee e 10p



SUBIECTUL 2 (20 puncte)
Fie 4,Be M, (C) astfel incat (4B —BA)
a) (4B-BA4) =0,.

b) AB+ BA este inversabild daca si numai daca 4-B este inversabila.
Gabriela Constantinescu

2025 2026

=(AB-BA) . Atunci:

Solutie

a) Tr(AB) =Tr(BA) = TTr(AB — BA) = Queoooveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 4p
Daca det(AB — BA) # O rezulti AB — BA =1, = Tr(AB — BA) = 2, fals.................. 4p
Rezultd det(AB — BA) = 0 si din relatia Cayley — Hamilton = (AB — BA)? = 0......... 4p
b) det(AB — BA) + det(AB + BA) = 2(detAB + detBA)........coooeeveeeeeeeeeeeeeeeenn. 3p
Rezultd det(AB 4 BA) = AACLAB .........oooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 3p

det(AB + BA) # 0 & detAB # 0. Deci AB + BA inversabild & AB inversabila ........ 2p

SUBIECTUL 3 (20 puncte)
Pentru orice neN, n>2, definim 4, e M, (R), 4 :(al.j) _ prin

n i,j=l,n

{ 1, dacai+ jeste un numar prim

a. , pentru orice i, j €{1,2,---,n} .
Y 10,dacdi+ jnueste numar prim P et |
a) Calculati det(4,), det(4,) si det(4,).
1 00
b) Notim B=4,—|0 0 0 |.Determinati B**.
0 0 O
Catalin Zirna
Solutie
1 1 0 1
1 1 0
) A b A 1 0 1|,4 Lo 1o 4
a = , Ay = LA =l e
271 oS ““lo 1 0 1 P
01 0
1 01 0
detd, =—1,detA, =—1,det A, =0..ccccoeriiiiniininininiiecce, 3p
010
D) B={ 1 0 1 [ oo seeeeseseesseeee e sseee s eenes Ip
01 0
1 01 0 2 0
Calcul direct B> =|0 2 0, B =|2 0 2|=2B.ecieeererene. 6p
1 0 1 0 2 0
Prin inductie, B =2"B, VI 21 cococovoeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeenns 4p
21012 0 21012
B =p*"".p=2""RB.B=| 0 2% 0 |, 2p



SUBIECTUL 4 (20 puncte)

. . . - 1 -
Fie (an) un sir de numere reale nenule cu proprietatea ca a,,, > (n -—|a,VneN". Fie
n>l 5 n+l n n
1. n+1 .
xn=2— siy =x, + , VneN".
k=1 Ay n-a,.,

a) Demonstrati ca (x,) _ si (y,) _, suntconvergente si au aceeasi limita notatd cu L.
b) Calculati lima,,, -(L—x,).
n—>0
Nelu Chichirim

Solutie
a) Pentru n=1:>a2>01nd:u>mean>0, (V)n=2 2p
X,,—X, = 1 >0, (V)n=1=(x, )n>1 strict Crescator........oevvevvenneenne. 2p
an+1 -
o 1 N n+2 _n+1<0<:> n+2 n+l 1 n+2 < 1
y " yn an+l (n + 1) an+2 nan+1 (n + 1) an+2 nan+1 an+l (n + 1) an+2 nan+]
n(n+2 .
<a,,, >%-an+l,(V)neN (QdeV) oo, 2p
. n’—1  nonl n(n+2) ‘
din ipoteza = a,,, > a, = a,,> T-an“ = ( Y, )n>1 strict descrescator ... 1p
n n -
Este evident cd x, < y,,(V)neN =X <X, <...<X, <P, <o V) <Y cvvveveveeireniseniesinenans 2p
= (xn )nzl , (yn )n21 marginite
(x" )nZl ? (yn )nZl mdrglnlte
Cum (xn )’121 ’ (J’n )nZI trict crescitodre = (xn )nZ " ( v, )n2 | CONVEFZeNIe ..o, Ip

2 _
Cum a,. > n-—1 — (I’Z 1)(1’l+1)’ (v)
a n n

n

n>2 = (telescopie)

' ' n n n
Gt —(n+1)' n+1>(n+l)'-a2—>oo:>an+l—>oo:> n+1—>0:>
a, 2n n na,,,
— ! 0
(=)= N 2

x,—>1y.—1l', cul,l’'eR

b) Avem ci (x,) strict crescdtor,(y,) strict descrescator =>x,, <<y, (V)n21=

1 n+1
=>x,,—X, <l-x, <y —-x, =>—<I[-x,< a,,>0=
an+1 nan+1
n+1 o
=1<a,, (1-x,)<——=a,,, (1=X,) D1 oo, &p

n
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Clasa a XII-a
BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

SUBIECTUL 1 (30 puncte)
a) Determinati a € R astfel incat multimea [a, oo) sd fie parte stabild a lui R in raport cu

legea definitd prin x*y=x+y+xy, Vx,yeR.

b) Determinati valorile parametrului real m pentru care operatia "+" definita prin
.. . 3
x*y=4xy—6x—-6y+m, Vx,y € R este o lege de compozitie pe multimea / = (5, ooj .

Supliment Gazeta Matematica nr. 9/2025

Solutie
a)
A*a=a8=a€ (—00,—1] U [0,400) i 5p
Deoarece multimea este [a, +00), putem alege x € [a, +0), x > 0
a*x=2a=x"(a+1)Z0=aE€E[—1,40) e, 5p
Obtinem @ € {—1} U [0, F00)...iiiiiiciiciieiieieeeeeeeeet ettt ae e 2p
Se verificaperand @ = —1 81 @ € [0, 400)..cueiiiiiiiiiiiciieieieeeeee e 3p
b)
x*y=02x—-3)-Q2y—3)+(Mm—9) cceceerieren. 3335995955 eeenseeeenreeeanreeearaeeeaaaeeeaeeas 4p
Dacéx>% §iy>%rezulté(2x—3)-(2y—3) >S0= x*xy>(mM—9). ... 4p
Din lin} (x*y)Z%rezultém—92%=>me[22—1,+oo) ........................................ 4p
xX-=

x>3;2

Se verifica x * y > gpentru orice m € [% F00) e 3p

SUBIECTUL 2 (20 puncte)
a) Aratati cd In(1+x) <x, Vxe(-1, +).

3
e —1
Yot

2
b) Aritatica [xIn(l+e™ |Jdr <
) ’ ! ( )d 2e
Prelucrare supliment Gazeta Matematica nr. 10/2025
Solutie
a) 10p
b) Din punctul a) se deduce ca pentru x € [1, 2], In(1 4+ X) < X eoveieveeeiiiceieeeeeeee 2p

3_
Rezulta ca flzx ‘In(1+e™*)dx < flzx : e"‘zalxzée"‘2 2282641 .................................... 8p




SUBIECTUL 3 (20 puncte)
Fie (G, -) un grup cu e elementul neutru.

a) Daci a,beG, a’ =b = (ab) =e si grupul este abelian, arataticd a=b=e.

b) Aritati ci existd un grup G care contine elementele a #e,b#e si a° =b’ = (ab)5 =

¢) Sase arate ca daca x, y,z € N*, doua céte doud prime intre ele si daca a,beG,
a'=b" = (ab)z = e si grupul este abelian, atunci a=b=e.

Catalin Zirna

Solutie
a) b’ =(ab)5 =a’h’ =ab’ = ab’ =e|a S5 D S e 5p
a=b=b'=b>b=ec=a=e¢
u 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
b)In S, a= , b= =ab=|_ | 5p
1 3 2 5 4 2 4 3 1 5 352 1 4

c) (y,z):1:>5|u veZ:uy+vz=1

ab = ( )uy+vz ) [ } = ab Y= gvbhY = g"

b=t =(an) =@ = =(ar) =

Dar b* =e si (x y)=1=b=

Cum a* =b" =e i (a ):e:>a =efar (X,2)=1= @ =€ 10p

SUBIECTUL 4 (20 puncte)

1
a) Calculati J-
T e -1

b) Fie f:(0, ) —>(0, ») o functie care admite o primitiva F :(0, o) — (0, ) cu

dx, x>0.

proprietatile: ling F(x)=0 si e - f(x)-sin F(x)=1, Vx>0. Determinati f'si F.

x>0

Cristina Homentcovschi
Solutie

1 er
et

2x 1
notim ve* —1=t= dx=dt:>J.2—dt=arctgt+C
e —1 " +1
1
Asadar J- \/2_dx = AFCIG(N @™ 1) F C e, 10p
e’ -1

b) e f(x) sin F(x) =1 F'(x)sin F(x) =¢™ < (—cos F(x)) =(—¢™)

deCi COSF(X) =€ "k, VX >0 oo e 3p
lirrolF(x)=O:>lin(}cosF(x)=1:>k:O:>cosF(x)=e_" ................................................ Ip
x>0 x>0

s 2 2 1 1 2 1

sin” F(x)+cos” F(x)=1= ——5—+—-=1= f"(x)=—

e’ f(x) e e’ —1
Cum f(x)>0,Vx>0= f(x)= 21 ............................................................................ 4p
e’ -1
Din a) si lim F(x) =0=> F(x):arctg(\/ezx—l) ................................................................ 2p

x>0



